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POINTS DE NAMIOKA 
ESPACES NORMANTS 

APPLICATIONS A LA THt ORIE ISOMI TRIQUE 
DE LA DUALITE 

PAR 

GILLES GODEFROY 

A BSTRACT 

We study in this work various aspects of the isometric theory of duality. We 
show that in wide classes of Banach spaces, dual spaces are characterized by the 
existence of a retraction from E" onto E. The predual of such spaces is then 
unique. We study the imbedding of regularly normed spaces into dual spaces. 
We better the known results on loss of regularity of the norm of dual spaces. We 
characterize the dual norms on an Asplund space in terms of "bad 
ditierentiability". 

On 6tudie dans ce travail ditI6rents aspects de la th6orie isom6trique de la 

dualit6, en rapport avec les propri6t6s particuli&es de certains espaces de 

Banach ou de certaines normes jouissant de propri6t6s de r6gularit6. Les 

probl~mes abord6s sont les suivants: existence et unicit6 du pr6dual, propri6t6s 

des normes duales, plongement isom6trique d'un espace dans un espace dual. 

Pr6cisons quelques notations: un espace de Banach X sera dit espace dual s'il 

existe un Banach E tel que E '  soit isom6trique :~ X. Un espace de Banach E sera 

dit unique pr(dual de son dual E '  si tout Banach X tel que X '  soit isom6trique 

E ' ,  est isom6trique h E. La topologie faible d'un Banach E sera not6e to, la 

topologie pr6faible d'un dual E '  sera not6e to*. La boule unit6 d'un Banach E 

sera not6e E~. Les duaux, biduaux . . . .  d 'un Banach E seront suppos6s munis de 

normes duales, biduales . . . .  de la norrne de E. Un espace de Banach E sera 

identifi6, sans notation particuli~re, ~ un sous-espace des son bidual E"  par 

rinjection canonique. Le lecteur constatera que cet abus de notation n'introduit 

pas d'ambiguit6 g6nante. 
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I. Definitions. Lemmes preparatoires 

DI~FINITION 1. Soit E un espace de Banach. Un sous-espace vectoriel ferm6 

X de E'  sera dit normant  si on a: I[xi[ = SUpy~x, Iy(x)l  pour tout x ~ X .  La 

famille des sous-espaces normants  de E'  sera notOe .Ace. 

Introduisons maintenant  une notion moins classique qui se rOvOlera utile. 

DEFINmON 2. On appellera cOne perpendiculaire /l E, et on notera Re, le 

sous-cOne de E" dOfini par: 

II est imm~diat que Re est un cone; ce cOne peut ~tre vu comme l'intersection, 

sur x E E, des complOmentaires dans E "  des boules ouvertes de centre x et de 

rayon IIx If. On a clairement E (1 c~e = {0}. Le terme "cOne perpendiculaire" 

s 'explique par le fait que %~e est constitu6 des 616ments y de E" tels que x _L y 

pour  tout x E E, o~ " Z "  signifie "orthogonal  au sens de James"  (voir [4], p. 24). 

Le lemme suivant relie les deux notions. 

LEMME 3. Soit X un sous-espace vectoriel fermd de E'. On a l'dquivalence : 

X E N E  r XIC_~r 

DEMONSTRATION. Soit X un sous-espace vectoriel ferm~ de E '  tel que 

X • C_ Us. Supposons que X ~ .Ace ; il existe alors f ~ E, de norme 1, telle que 

supy~• = o~ < 1. Par Hahn-Banach ,  il existe alors [ ~  E", de norme o~, 

telle que ( f - f ) E X  ~. On a alors I I t t l = a  =ll(]-I)+fll>=llIIl= 1 puisque 
( f -  [ )  ~ u s ;  or ceci est absurde, doric X ~ C %'e ::> X E ,Ace. 

Invers6ment,  soit X E .Ns, et .f E X ~. II est clair que K e r f  E 2Ve. On vOrifie 

facilement que K e r r  ~ )O's 6quivaut h: ( K e r f n  E ; ) d e n s e  dans (E't, to*). Soit 

alors u ~ E, de norme 1. Etant  donn6 e > 0, posons to~ = {x E E ~l u (x) > 1 - e }. 

L 'ensemble  to, est un ouvert de (E~, to*); il existe donc x, C K e r / C I  to~, et on a 

u + f ( x , ) > l - r  d'oh Ilu + / 1 1 > 1 -  ~. On en dOduit que I1" + f l l - - > l l u l l  = 1, et 

donc que f E Re. C.Q.F.D. 

LEMME--DEFtNmON 4. Soit E un espace de Banach. Considdrons la 

propri&6 (P): il existe rE E x z  tel que X E XE r FE C X. Alors (P) est v6rifiOe 

si et seulement si %'e est un sous-espace vectoriel to *-ferm6 de E",  et on a alors 

~r = FL 

DI~MONSTRATION. Supposons que %~e soit un sous-espace vectoriel to*-ferm6 
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de E". Soit F~ I'orthogonal de ~e dans E' .  On a FE ~ X~ d'apr6s le lemme 3. 

Soit aiors X E NE. On a X I C  ~ d'apr6s le lemme 3, d'ofi X D Fz. 

Invers6ment, supposons qu'ii existe F~ E XE v6rifiant l'6nonc6 du lemme. On 

a: F~C ~ d'apr6s le lemme 3. D'autre part, soit f E  ~E. On a K e r / E  N~, d'ofi 

K e r r  _3 F~, d'o/l f ~ F~. Donc on a ~E = F~, ce qui montre que ~E est un espace 

vectoriel to *-ferm6. C.Q.F.D. 

LEMME--DEFINmON 5. Soit E un espace de Banach, et x E E'~. Les 6nonc6s 

suivants sont 6quivalents: 

(1) x est un point de continuit6 de l'application: 

Id : (E ~, to *)---~ (E' ,  to). 

(2) L'ensemble E"I' f"l {x + E 1} est r6duit h {x}. 

Un point de E'z v~rifiant les conditions ci-dessus sera appel6 point de Namioka 

de E'~; l'ensemble de ces points sera not6 Nam(E~). 

DEMONSTRATION. Rappelons que E ~ d6signe ici l 'orthogonal de E dans E". 
Soit ~ ie filtre des voisinages de x dans (E'I, to*). Soit ~ l'ensemble des points 

adh6rents h ~ dans (E';', to*). Montrons que ~ = E",' t'3 {x + El}. I1 est clair que 

tout y E ~ coi'ncide avec x sur E ;  on a donc ~ C E " / A { x  +E~}. Invers~ment, 

soit y EE"/O{x +E• Soit U un ultrafiltre, et {y,~}C E'~ tels que limuy~, = y  

dans (E"~', to*). Etant donn6 que y E ( x  +E~) ,  on a limuy,~ = x dans (E'I, to*). 

Mais ceci montre que U > ~, donc que y E ~. 

Remarquons h pr6sent que x est un point de continuit6 de 

Id : (E'~, to *) ~ (E'~, to) si et seulement si le filtre ~ converge dans (E"/, to *), c'est 

dire si et seulement si ;~ est rEduit hun  point, puisque (E';', to*) est compact; 

d'apr6s ce qui pr6c6de, ~ converge donc si et seulement si E"/fq {x + E ~} = {x}. 

C.Q.F.D. 

Remarquons que si E n'est pas r6flexif, l 'orthogonal E ~ de E dans E" n'est 

pas r6duit ~t {0}, donc que E",' n {x + E ~} = {x} n'est possible que s i x  est de 

norme 1. Ce dernier lemme permet d'estimer la "grosseur" du c6ne ~ ~ l'aide 

d'une propri6t6 d'intersection plus intuitive. 

LEMME--DEFINmON 6. Soit E un espace de Banach. On notera (I-1) la 

propri6t~ suivante: toute famille (B,~),~A de boules de E", dont les centres 

appartiennent h E, et d'intersection non vide dans E", est d'intersection non vide 

dans E. On a l'~quivalence: (1) E poss6de la propri6t6 d'intersection (I-q); (2) 

E " =  E + ~ .  

DEMONSTRATION. (1) ::)' (2) Soit x ~ E". Consid6rons la famille ( B , ) , ~  des 
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boules de centre u ~ E et de rayon Ilx - u II- On a 6videmment x E I'],EEB,. 

Puisque E poss6de la propri6t6 (IS]), il existe t E E tq f '),~EB,. On a donc: 

V u  E lit - u I1-<-IIx - u II. 

Et puisque t E E :  

Vu' E II(x-t)-u'll=llx-(t+u')ll>=llt-(t+u')ll=llu'll 

ce qui montre que (x - t ) E  ~E et donc que E " =  E + ~r 

(2) ~ (I) Soit (B~)~A une famille de boules d'intersection non vide, dont les 

centres sont dans E. Soit x E I")~, ,  B,, et soit x'  ~ E tel que (x - x') E qgE, on a 

clairement l i t  - x'll ---- l i t  - x II pour tout t E E, et donc x' E n ~ , ,  B~ n E. 

C.Q.F.D. 

Remarquons que s'il existe une projection de norme 1 de E"  sur E, ou plus 

g6n6ralement s'il existe une projection 1-1ipchitzienne~non n6cessairement 

lin6aire - -  de E"  sur E, alors E poss~de la propri6t6 d'intersection (I--l). C'est en 

particulier le cas de tout sous-espace 1-compi6ment6 d'un espace dual. Dans la 

suite, on appellera r6traction d'un espace Y sur un sous-espace X toute 

projection 1-1ipchitzienne, non n6cessairement lin6aire, de Y sur X. 

II. Existence et unicit6 du pr6duai 

Enonqons le r6sultat principal sous sa forme g6n6rale. 

THI~OREME 7. Soit E un espace de Banach possddant la propri~t6 (P). Soit F~ 

l'unique dl~ment minimal de :rE. Les 6nonc6s suit:ants sont 6quit:alents : 

(1) E est un espace dual. 

(2) E poss~de la propri6t~ d'intersection (D). 

(3) La boule unit6 El de E est compacte pour la topologie tTr de la convergence 

simple sur FE. 

Si les propri~t~s ci-dessus sont v&ifides, il existe une unique rdtraction de E" sur 

E, qui est la projection parallP.lement ?L ~ ,  et F~ est l' unique pr~dual de E. 

DEMONSTRATIOr~. (1) f f  (2) est clair puisque tout espace dual est 1- 

compl6ment6 dans son bidual, par ia projection parall~lement ~t E • 

(2) ~ (1) D'apr~s le lemme 6, on a E" = E + cCE. II est clair que E tq RE = {0}. 

L'espace E &ant suppos6 avoir la propri6t6 (P), le c6ne ~ est un espace 

vectoriel, et on a donc E " =  E ~ ~'~. Notons Rr la surjection continue de E" sur 

F~ definie par la restriction au sous-espace FB de E ' ;  soit q~ la restriction de Rr  

E. L'espace FE appartenant h )r l'application ~, est une injection isom6trique 

dans F~. 
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Montrons que ~ est surjective. Soit f E F'e, de norme 1, et soit f ~  E'~' tel que 

Rr~ )  =/ .  Soit fl ~ E  tel que ( [ - f l ) ~  qr On a clairement q~(f~)= f, puisque 

qr = F~ (lemme 4). 

(1) ::), (3) Soit X un pr6dual de E ; on a X E Ne donc Fs C X. La topoiogie O'r 

est s6par6e et moins fine que la toplogie to* de la convergence ponctuelle sur X. 

Or El muni de cette topologie to* est compact, et par cons6quent les topologies 

to* et trr coi'ncident sur El. Donc (E~, O'r) est compacte. 

(3) ::> (1) Reprenons les notations de ia d6monstration de (2)::), (1). La 

surjection Rr est continue de (E':,to*) dans (Fi, to*); or E~ est dense dans 

(E~', to*), donc q~(E~) est dense dans (F~, to*). Mais 9 est continue de ( E ,  ~rr) 

dans (F'~, to*) et El est compacte pour O'r; on a donc , (E~)=  F~. 

Enfin s i r  : E " o E  est une r6traction, on a pour tout x E E", (x - r ( x ) )E  qCE, 

ce qui montre que r s'identifie ~ ia projection parall61ement ~ ~E. L'unicit6 du 

pr6dual de E se d6duit imm6diatement de l'unicit6 de la r6traction. On peut 

6galement remarquer que, sans hypoth~se particuli~re sur E, tout pr6dual de E 

est un 616ment minimal de Ns;  si E a la propri6t6 (P), tout pr6dual s'identifie 

donc h FE. C.Q.F.D. 

RE~,IAROUE. L'6quivalence ( 1 ) ~  (2) donne, pour une certaine cat6gorie 

d'espaces que nous ailons 6tudier, des conditions ~ priori plus faibles--comme 

l'existence d'une projection de norme 1 de E" sur E - -qu i  permettent d'atiirmer 

que E est un dual. L'6quivalence (1) r162 (3) donne un crit~re utilisable permet- 

tant de v6rifier que certains espaces sont des duaux. 

Application du th~or~me 7 

Nous allons utiliser le lemme 4 pour montrer que la propri6t6 (P) est valide 

pour des classes 6tendues d'espaces de Banach. 

(A) Tout espace s6parable ne contenant pas d'espace isomorphe ,~ I~(N) 

poss~de la propri6t6 (P). 
Soit [ e t  g deux 616ments de c~. D'apr~s la caract6risation de Rosenthal, des 

espaces de Banach s6parables qui ne contiennent pas /~(N) (voir [7]), les 

fonctions [ e t  g sont de 16re classe de Baire sur (E~,to*). Les ensembles 

Ker] :nE~ et Kerg fqE~ sont donc des q3~ de (E~, to*), denses puisque ]: et g 

appartiennent h cCE. Si )t et/x sont des r6els, on a Kerr  n Kerg C_ Ker(Af +/zg). 

L'intersection de deux q3~-denses d'un compact 6tant dense, on a (A/+/zg) E c~ 

(cf. lemme 3). 

D'apr6s le th6or6me de Banach-Dieudonn6, il suflit, pour d6montrer que ~ 

est to*-ferm6, de montrer que con n E'( est to*-ferm6. Or, l'ensemble c~ tq E'~' 
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est un compact de fonctions de l~re classe sur le compact m6trisable (El, to*). 

Dans ce cadre, les notions de "ferm6" et de "s6quentiellement ferm6" 

coi'ncident (voir [2]). Soit donc (f,),~N une suite dans RE n E'f, convergente vers 

f dans (E':,to*). On a n ~ N K e r / ,  _CKer/. Or I'intersection d'une famille 

dEnombrable de ~ds-denses d'un compact est dense, donc n , r  Kerr .  est dense, 

donc f E ~ .  

REMARQUE. Bien que ia propri6t6 (P) soit de nature isom6trique, elle sera 

v6rifi6e, dans ce cas, pour toute norme sur E 6quivalente/t la norme initiale. 

(B) Tout espace de Banach tel que E', soit l'enveloppe convexe to*-ferm6e de 

Nam (E',) poss~de la propri6t6 (P). 

En effet si [ E  RE alors K e r / n E ~  est dense dans (E',,to*) et ferm6 dans 

(E',, to) et par cons6quent Nam(Ei)C_ Kerr. Invers6ment, si g E E"  est tel que 

Nam(E~)CKerg ,  alors Kerg  O E~ contient l'enveloppe convexe fortement 

ferm6e de Nam(E'~), qui est dense darts (E~,to*). En r6sum6, on a donc 

]' E RE r162 f (x)  = 0 pour tout x E Nam(E~). I1 est alors imm6diat que ~gB est un 

sous-espace vectoriel to*-ferm6 de E" 
Sous ces hypotheses, l'espace normant minimal F~ s'identifie h I'espace 

vectoriel ferm6 engendr6 par Nam(E '  0. De plus, E est un dual si et seulement si 

E, est compacte pour la topologie de la convergence simple sur N a m ( E i ) - -  

d'apr~s le th6or~me 7, et puisque cette derni~re topologie s'identifie h la 

topologie o'r. 

EXEMPLE. Si la norme de E"  est lisse en tout point d 'un ensemble dense de E, 

alors on a CV'~'(Nam(EI))= El .  Rappelons que la norme d'un Banach X est 

dite lisse en x ~ X de norme 1 s'il existe un unique 616ment Ix ~ X',  de norme 1, 

tel que [~(x)= 1. Tout point de Fr6chet-diff6rentiabilit6 est un point de lissit6. 

Le lemme 5 permet alors de voir que s ix  E E, de norme 1, est un point de lissit6 

de la norme de E", et si ~f~ d6signe l'unique 616ment de E~ tel que f,,(x) = 1, alors 

d'apr6s la lissit6 on a E'~'A {f, + E ~} = {f,} et donc [~ E Nam(E~). La densit6 de 

cet ensemble de points permet alors de conclure. En particulier, si la norme de E 

est Fr6chet-diff6rentiable en tout point d'un ensemble dense de E, alors E a la 

propri6t6 (P). En effet la caract&isation de Smulyan ([8]) de ces points permet de 

montrer que si la norme de E est Fr6chet-diff6rentiable en x, la norme de E"  

l'est 6galement. 

Cette derni6re propri6t6 sera v6rifi6e pour toute norme si E '  a la propri6t6 de 

Radon-Nikodym ([6]). 

REMAROOES. Si on suppose simplement que Nam(EI)  s6pare les points de E, 
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le th6or~me 7 peut encore s'appliquer. Bien que des exemples de tels espaces 

puissent 6tre construits, ceux-ci n'apparaissent pas naturellement dans la 

pratique. 
Enon~ons la caract6risation des duaux dans le cas particulier o/l on a 

Fr6chet-diff6rentiabilit6 de la norme sur un ensemble dense: E est un dual si et 

seulement si El est compacte pour ia topologie de la convergence simple sur les 

formes lin6aires tangentes aux points de Fr6chet-diti6rentiabilit6 de la norme. 

(C) Espaces duaux poss~dant la propri6t6 (P). Pour ces derniers, les condi- 

tions d'existence du pr6dual E sont sans objet; le th6or6me 7 fournit l'unicit6 de 

la r6traction de E "  sur E '  et l'unicit6 du pr6dual de E' .  

(1) Si E '  ne contient pas /~(N) , alors E '  a la propri6t6 (P), avec une 

d6monstration analogue /t (A). On en d6duit: Soit E un Banach sous-espace 

d'un W C G - - o u  plus g6n6ralement un Banach faiblement K-analytique (voir 

[9]). Si l'espace co(N) n'est pas quotient de E, alors il existe une unique r6traction 

de E "  sur E',  et E est l 'unique pr6dual de E' .  

En effet (voir [5], p. 104), sous ces hypotheses, E'  ne contient pas/1(N) si et 

seulement si co(N) n'est pas quotient de E. 

(2) Si E a la propri6t6 de Radon-Nikodym, alors E '  a la propri6t6 (P) - -car  

CV'~'Nam (E'~)= E;'. 

(3) Si E a une norme localement uniform6ment convexe, alors E '  a la 

propri6t6 (P). 

l lI .  Plongement d'un espace dans un espace dual 

Tout espace de Banach X se plonge de fa~on canonique dans un espace dual, 

savoir X". Nous allons 6tudier une classe naturelle d'espaces E pour lesquels 

tout plongement dans un espace dual X '  se ram6ne, en un certain sens, au 

plongement canonique dans le bidual E". 

TH~ORt~ME 8. Soit E un espace de Banach tel que E ~ soit l' enveloppe convexe 

ferrule en norme de Nam (E ~). On suppose que E est isom6trique fi un sous-espace 

du dual X '  d 'un  Banach X. Il existe alors une surjection ~p de X sur E '  dont la 

transpos~e q~' est une injection isom6trique de E"  dans X '  qui prolonge l'injection 

canonique de E dans X' .  

DEMONSTRATION. Soit q' la restriction h X de la surjection canonique de X" 

sur E ' .  Le convexe ~,(X~) est to*-dense dans E~; son adh6rence forte ~,(X~) 

contient donc Nam (E ~); d'apr~s l'hypoth6se faite sur E ' ,  on a q~ (X1) = E~; il est 

facile de voir qu'on a en fait q~ (X0 = EI, par exemple en exprimant tout 61ement 
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de E~ comme image par ~, d 'une s6rie normalement convergente dans X~. I1 est 

clair que la transpos6e ~0' de ~0 est une injection isom6trique de E"  dans X', et 

qu'elle promonge l'injection canonique de E dans X'. C.Q.F.D. 

Le r6sultat ci-dessus s'applique en particulier aux espaces de Banach E dont la 

norme est partout Fr6chet-diff6rentiable (d'apr~s [8] et le th6or~me de Bishop- 

Phelps ([4], p. 3)), ou/~ l'espace c,,(N) muni de sa norme usuelle. Notons que 

~(E")  est un sous-espace to*-ferm6 de X'  isom&rique h E". Notons 

6galementque si E v6rifie les hypotheses de th6or~me 8, E n'est contenu dans 

aucun sous-espace retract de E" distinct de E". 

Notons un corollaire imm6diat du th6or~me 8. 

COROLLAIRE 9. Soit E un Banach tel que E'~ soit l' enveloppe convexe fermde 

en norme de Nam(E'~). Soit (A) une propridt~ h~rdditaire. L ' espace E est contenu 

isomdtriquement dans un dual possddant la propri~t~ (A) si et seulement si E" a la 

propridt~ (A), 

IV. Propri~t~s des normes duales 

Dans ce paragraphe, on notera si n6cessaire le dual d'ordre j de E = E (~ par 

E ~). On notera par ailleurs 

Q~ la propri6t6 "avoir une norme Fr6chet-diff6rentiable," 

Q2 la propri6t6 "6tre faiblement localement uniform6ment convexe", 

Q3 la propri6t6 "avoir une norme lisse," 

Q4 la propri6t6 "6tre strictement convexe." 

On sait (voir [4], pp. 33-35) que si l'un des espaces E ~ (1 _-<j _-< 4) a la propri6t6 

Qj, l'espace E est r6flexif. Nous allons &endre et am61iorer ce r6sultat. 

PROPOSITION 10. Soit E un Banach. Si l 'un des espaces E u~ (0-<j_-<3) 

poss~de la propri~td Qi§ on a N~ = {E'}. 

DEMONSaa~,A~ON. Le lemme 5 montre que si E "  a la propri6t6 Q, ou si E '  a la 

propri6t6 Q2, alors Nam(E~) contient la sph~,re unit6 de E' .  Or tout 616ment de 

N~ contient Nam(E'x), et donc N~ = {E'}. Si E" a Q3 ou si E a Qt, alors tout 

616ment de la sph/~re unit6 de E '  qui atteint son maximum sur E1 appartient 

Nam (E~). Cet ensemble est dense en norme d'apr~s le th6or~me de Bishop- 

Phelps ([4], p. 3), ce qui termine la d6monstration. C.Q.F.D. 

On en d6duit le 

Trmol~&~cm 11. Soit E un Banach poss~dant la propri~t~ (I-q). Si l 'un des 

espaces E oJ (0 =< j - 3 )  poss~de la propri~t~ Qj§ alors E est rdflexif. 
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DEMONSTRATION. D'apr~s le lemme 6, si E poss6de (I-l), on a E" = E + cge. 

D'aprSs la proposition 10, si l'un des espaces E ~ (0 _-<j _-< 3) a Qj+,, on a cCe = {0} 

par le lemme 3, d'oh E" = E. C.Q.F.D. 

Le th6or6me 11 &end donc les r6sultats connus pour les duaux aux espaces 

ayant la propri6t6 (I--l), donc en particulier aux sous-espaces r6tracts des duaux. 

D'aprSs le corollaire 11, si E non r6flexif a la propri6t6 (F-I), la sphere unit6 de 

E "  contient un segment. On peut 6tendre ce dernier r6sultat comme suit: 

PROPOSITION 12. Soit E un Banach possddant la propridt~ (F-l), non r~flexi[. 
Soit Sj le simplexe de dimension 1. La sphere unitd de l' espace E (2j-') contient Sj. 

DEMONStRAtION. Consid6rons l'hypoth6se de r6currence (P,). 

(P,): I1 existe un simplexe Sn, de dimension n, contenu dans la sph6re unit6 de 

E (2"-~), non contenu dans la sph6re unit6 de E (2n-3). 

Montrons (P0. L'espace E non r6flexif poss6dant (Fq), on a Ne g {E'}, et donc 

ii existe x ~ E' ,  de norme 1, tel que x ~ Nam (E~). D'aprSs le lemme 5 on a alors 

(x + E I ) N E " , ' ~ { x } .  Soit donc y ~ x ,  et y E{(x + E l )  N E"~'}. Le segment [x,y] 

r6pond & la question. 

Supposons maintenant (P,). Soit y E S , \ E  {2~-3). Le point y n'appartenant pas 

& E t2"-3), on a y ~ Nam(E~2"-~)). En appliquant & nouveau le lemme 5, on trouve 

wt2,+~)x ditt6rent de y ; on a clairement z ti~ E (2"-I). un point z ~ {(y + E ~2"-2)~) f3 ,_.~ j, 

Posons S,+, = conv({z} U Sn). La condition z ~ E ~"-~) implique que S,+~ est un 

simplexe de dimension (n + 1). I1 est clair que $.+, est contenu dans la boule 

unit6 de E (2"+~). Notons zr la projection de E (~"+~) sur E (:"-~) parall~lement 

E (~"-:)'. Soit x~S,+~,  x = X z + ( 1 - h ) x '  (0_-< A <_- I, x ' ~ S , ) .  On a r r (x)= 

xy + (1-  x)x'  s., d'ot, II (x)ll-- 1. La projection ~r 6tant de norme 1, on en 

d6duit [Ix 11--> 1 d'of~ Ilx II-- 1. C.Q.F.D. 
Le r6sultat ci-dessus s'appliquant en particulier & E dual non r6flexif, on en 

d6duit que si X est un Banach non r6flexif, la sph6re unit6 de E (6) contient un 

triangle, celle de E (8) un t6tra6dre, etc. 

V. Pr~-ordre de difl~rentiabilit6 

On suppose dans ce paragraphe que E est un espace d'Asplund, c 'est/ l  dire 

que le dual E '  de E a la propri6t6 de Radon-Nikodym. On sait ([6]) qu'alors 

toutes les normes sur E 6quivalentes & la norme initiale sont Fr6chet- 

diff6rentiables sur un ensemble dense. 

Si N e s t  une norme sur E, appelons "espace tangent" de N, et notons 7(N) le 

sous-espace ferm6 de E engendr6 par les formes lin6aires tangentes aux points 



218 G. GODEFROY Israel J. Math. 

de E ofl N est Fr&het-diff6rentiable. On dira que Nt est "plus diff6rentiable" 

que N2, et on notera N, > N2, si r ( N  0 D z(N2). La relation > est un pr6-ordre. 

Soit A/" l 'ensemble des normes sur E, 6quivalentes ~ la norme initiale, et soit s le 

quotient de N par la relation d'6quivalence "avoir m6me espace tangent".  Le 

pr6-ordre > induit un ordre sur s que nous noterons encore > .  

La mauvaise diff6rentiabilit6 des normes duales peut se pr6ciser comme suit. 

Tm~OI*&ME 13. Soit E un espace d'Asplund, N une norme sur E dquivalente 

la norme initiale. L ' espace E, muni de N, est un dual si et seulement si la classe IQ 

de N e s t  minimale dans l'ensemble ordonnd (N, > ). 

Dt~MONSTRATION. Nous reprenons les notations de lemme 4. Si E est un 

espace d'Asplund, E a la propri6t6 (P) pour toute norme 6quivalente ~ la norme 

initiale. On a r ( E )  = FE, et ~'(E) ~ = cr Le th6or6me 7 s'applique, et E muni de 

N e s t  un dual si et seulement si E" = E �9 q~(~.N~, c'est/~ dire si et seulement si 

E " =  E E])~(E,N) ~. 

On a N, < N2 r162 r (E,  N,) l _D r (E,  N2) ~. On en d6duit que si (E, N)  est un dual, 

alors /~/ est minimale dans A'; en ettet N > N ,  ~ z ( E , N , ) I D  r ( E , N )  • d'ofl 

r (E,  N,) ~ = 7(E, N)  l, puisque E ~) r (E,  N)  • = E"  et r (E,  N , f  n E = {0}; et 

donc /V =/Vi. 

Invers6ment, soit N une norme telle que (E, N)  ne soit pas un dual, c'est/~ dire 

telle que E ED z(E, N)  ~ ~ E". Montrons que ~r n'est pas minimale dans A'. 

La projection de E ~) ~-(E, N)  l sur E parall~lement h r (E ,  N)  • est continue, 

et m6me de norme 1. On en d6duit que l 'espace E ~)~-(E, N)  ~ est ferm6. 

Soit v E E"\ (E ~D r N)~). On consid6re l 'espace X = ~-(E, N f - ~ ) D o  ~ off 

Do d6signe la droite de vecteur directeur v. L'espace E ~ ) X  est ferm6, l'espace 

X est o~*-ferm6 dans E", et la projection zr de E ~ ) X  sur E parall~lement h X 

est continue. Soit zr, = Id - ~" la projection de E ~) X sur X paraU61ement/l E ; 

on consid6re le tonneau C de E"  d6fini par C = E ; '+  IIcr, II.X,. 

L'espace X 6tant to*-ferm6, C est un tonneau to *-compact de E". On a de 

plus zr(C n (E f~ X))  = C t3 E. Soit N, la jauge de C f3 E, norme sur E. Posons 

C, = (C CI E)"  l'adhOrence de C CI E dans (E", to*), c'est h dire la boule unit6 de 

la norme biduale de N,. Le tonneau C 6tant to *-compact, on a C, _C C. On en 

d6duit que 

n (E @ X))_c n (E @X)) = c n = c, n E. 

Ce qui signifie que lorsque l'on munit E de la norrne N,, et E" de la norme 

biduale de N,, la projection de E ~ X  sur E parall~lement h X est de 

norme I. On a alors X _C c~(aN,), et par consequent ~'(E, N,) ~ D_ X~'(E, N) ~. Les 

classes iV, et/V sont donc distinctes, et on a N, < N. C.Q.F.D. 
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Remarquons que I'ensemble N n'est r6duit hun  616ment que si E est r6flexif; 

de plus, i 'ensemble (8,  > )  n'est jamais r6ticul6 inf6rieurement si E est 

isomorphe ~ un dual non r6flexif. Enfin, l 'ordre > n'est jamais trivial si E n'est 

pas r6flexif. 

VI. R~sultats divers, i~monstrations annexes. Questions 

Les r~suitats ci-dessous s 'obtiennent assez facilement en utilisant les m~thodes 

d6velopp6es ci-dessus; nous donnons les ~nconcas sans d6monstration. 

(1) Soit E un espace d'Asplund. II est clair que les topologies to et to* 

coi'ncident sur Nam(E',).  Mais E est un dual si et seulement si les structures 

uniformes to et to* coincident sur Nam(E'l).  

(2) Soit E Banach. Soit F E X~, v6rifiant les hypoth6ses du th6orame 8 - - p a r  

exemple h norme Fr6chet-ditt~rentiable. Alors F est un pr6dual de E. 

(3) Soit E s6parable tel que E" soit strictement convexe. Alors: E est un 

dual r E est optimal dans E" (au sens d~fini dans [1]) r162 l 'ombre de E dans E"  

est r~duite h E. 

(4) Soit E Banach ayant la propri~t6 (P). E est isom6trique h un sous-espace 

d'un dual de caract/~re de densit~ ot si et seulement si le caract/~re de densit~ de 

E"/~f~ est inf6rieur ou 6gal ~ a. 

(5) W. J. Davis et W. B. Johnson ([3]) ont construit, sur tout espace non 

r~flexif E, une norme III III telle que (E, III Ill) ne soit pas un dual. 

Les m~thodes employees ci-dessus permettent  de montrer  que (E, [[1 III) n'a 

en fait pas la propri~t6 (f-q), done en particulier qu'il n'est pas r6tract de son 

bidual. 

l~monstrations annexes 

Si la norme de E"  est lisse en tout point d 'un ensemble dense de E, alors RE 

est un espace vectoriel to*-ferm6. 

Consid6rons une norme N( .  ) sur R 2, et x un point de lissit6 de cette norme; 

soit .h la forme lin6aire tangente en x. Un peu de g6om6trie 616mentaire montre 

que u E R  2 v6rifie N ( A u - x ) > - N ( x )  pour tout A E R  si et seulement si 

[~(u) = 0. Soit aiors E tel que la norme de E"  soit lisse en tout point d'un 

sous-ensemble dense D de E. Soit u ~ E". On a facilement par densit6: 

llAu-xll>=llxll Vx D, 

Pour tout x D, soit f, runique forme lineaire de E '  telle que f,(x)= llx U. 
D'apr~s ce qui precede, on a u E ~ r fx(u ) = 0 Vx ~ D, ce qui montre que ~ 

est un sous-espace vectoriei to*-ferm~ de E". 
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Si E t4~ est strictement convexe, aiors E est rdflexif. 

En effet, soit x E E", de norme 1, et soit ~ la trace sur E du filtre des 

voisinages de x dans (E,', to*). Soit o ~ I'ensemble des points adh&ents h dans 

(El 4~, to*). I! est aisd de voir que ~0 est contenu dans la sph&e unit6 de E~4~; cet 

espace 6tant strictement convexe, on a ,~ = {x}. Le filtre converge donc, dans 

(El '~, to*), puisque (El ~1, to*) est compact, et donc converge dans (E'~, to), ce qui 

montre que x E E, donc que E est r6flexif. 

Questions 

(1) Soit E un espace ne contenant pas co(N). L'espace E est-il unique pr6dual 

normique de son dual? 

(2) Soit E Banach s6parable. A-t-on l'6quivalence: E25 I'(N)r g'~ admet, 

pour toute norme sur E, un unique 616ment minimal FE, et on a X ~ g'~ si et 

seulement si X _D F~. 

(3) A-t-on l'6quivalence: E est, pour toute norme, isom6trique ~t un sous- 

espace d'un dual sdparable (d6pendant h priori de la norme) r E"  est 

sdparable? 

(4) La propri6td "6tre unique pr6dual" est-elle h6r6ditaire? Est-elle stable par 

e -isomdtrie? 

BIBtaOGl~a'mE 

1. B. Beauzamy et B. Maurey, Points minimaux et ensembles optimaux dans les espaces de 
Banach, J. Functional Analysis 24 (1977), 107-139. 

2. J. Bourgain, D. H. Fremlin and M. Talagrand, Pointwise compact sets of Baire-measurable 
.funct/ons, Amer. J. Math. 100 (1978), 845-886. 

3. W. J. Davis and W. J. Johnson, A renorming of nonreItexive Banach spaces, Proc. Amer. 
Math. Soc. 37 (1973), 386--489. 

4. J. Diestel, Geometry of Banach Spaces--Selected Topics, Lecture Notes in Math. 485, 
Springer-Verlag, 1975. 

5. J. Lindenstrauss and L. Tzafriri, Classical Banach Spaces I, Springer-Verlag, 1977. 
6. I. Namioka and R. R. Phelps, Banach spaces which are Asplund spaces, Duke Math. J. 42 

(1975). 
7. H. P. Rosenthal, Point-wise compact subset of the first Baire class, Amer. J. Math. 99 (1977), 

362-378. 
8. V. L. Smulyan, Sur la d&ioabilitd de la norme dans l'espace de Banach, Doki. Acad. Nauk 

SSSR 27 (1940), 643--648. 
9. M. Talagrand, Espaces de Banach [aiblement Y(-analytiques, Ann. of Math. 110 (1979), 

407--438. 

EOUIPE D'ANALYSE 
UNIVERSITE PARIS VI 

75230 PARIS CEDEX 05 FRANCE 


